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Аннотация
С одной стороны, нелинейные дискретные системы есть есте-
ственное обобщение линейных дискретных систем, с другой 
стороны, различные экономические и тем более технические 
системы имеют в принципе нелинейную природу. Поэтому иссле-
дование математических моделей таких систем — задача вполне 
актуальная при проведении различных процедур системного 
анализа и принятия решений. Пучки траекторий данных систем 
могут порождаться как параметрами, трактуемыми в качестве 
управлений, так и параметрами, трактуемыми как возмущения. 
В работе предлагаются достаточно общие результаты оценива-
ния множества достижимости нелинейных дискретных систем, 
имеющие в качестве следствия ряд известных результатов в дан-
ной области. В качестве конкретизации этих подходов получены 
квадратичные оценки множества достижимости нелинейных дис-
кретных систем.
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Abstract
On the one hand, nonlinear discrete systems are natural generaliza-
tion of linear discrete systems. On the other hand, various economic 
and, especially, technical systems have, basically, a nonlinear nature. 
Therefore, research of mathematical models of these systems is a rel-
evant issue for implementing various procedures of systems analysis 
and decision making. Clusters of trajectories of the considered sys-
tems can be generated both by the parameters interpreted as control 
circuits, and by the parameters interpreted as perturbations. Quite 
general results of reachability sets estimation of nonlinear discrete 
systems, including a number of well-known achievements in this field 
as a consequence, are offered. As specification of these approaches, 
quadratic estimators of the reachability set of nonlinear discrete sys-
tems are received.

В динамической оптимизации типична 
постановка задачи управления для системы, 
состояние которой описывается при помо-
щи дискретного процесса [1–10]. Более 

того, например, в экономике для многих 
задач планирования, организации и разме-
щения производства этот подход является 
общепринятым [8–10]. То есть динамика 
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объекта описывается в виде дискретного 
включения

x(t
i
 
+ 1

)∈V(t
i
, x(t

i
)), i = 0, 1, 2, ..., k – 1,� (1)

t
0
 < t

1
 < K < t

k
, T = {t

0
, t

1
, ..., t

k
}.

Вектор x(t
i
)∈Rn характеризует состояние 

объекта в момент t
i
∈T. Как правило, для си-

стемы (1) задаются начальные условия

x(t
0
)∈X

0
.� (2)

Качество каждого процесса { ( )}, = 0,ix t i k, 
{ ( )}, = 0,ix t i k, удовлетворяющего включениям (1), 

(2), можно характеризовать при помощи 
функционала

Методы оптимизации функционала I, 
основанные на принципах оптимальности 
Беллмана — Кротова, известны [5]. Однако 
заметим, в реальных системах как сама мо-
дель (1), так и функционал I являются объек-
тами, определяемыми приближенно. Трудно 
построить совершенно точную модель, т.е. 
указать вид множества V(t, x), тем более не 
очевиден выбор критерия качества I, оптими-
зация которого определяет стратегию разви-
тия. Поэтому естественно иметь представле-
ние обо всех возможных состояниях системы 
(1), (2) в каждый момент t

i
∈T и на основании 

этого судить об адекватности модели и выбо-
ре приемлемых критериев качества. Таким 
образом, встает вопрос о построении мно-
жества достижимости системы (1), (2), пол-
ностью определяющего динамику модели. 

Формально, в силу дискретности включе-
ния (1), множество достижимости выписать 
можно:

Однако реально это построение трудноо-
существимо. С ростом i процесс построения 
множеств X

D
(t

i
) всё более и более затрудни-

телен. В силу этого естественно рассматри-
вать некоторые аппроксимации множества 
достижимости. Они не дают точного пред-
ставления X

D
(t

i
), но более конструктивны в 

смысле построения. Тогда и задачу оптими-
зации функционала I также следует рассма-
тривать на аппроксимациях множества до-
стижимости, что будет давать приближенное 
решение, более эффективно находимое. 
Более того, традиционно построение прибли-
женных решений задачи оптимизации всегда 

сопровождается различными алгоритмами 
улучшения этого решения. В частности, дан-
ные алгоритмы могут быть нацелены как на 
глобальное уточнение аппроксимаций мно-
жества достижимости, так и на локальное, в 
окрестности некоторых точек. 

В настоящей работе рассмотрим зада-
чу построения аппроксимаций множества 
достижимости системы (1), (2). Определим 
соответствующие аппроксимации в виде 
внешних оценок множества достижимости, 
т.е. множеств ⊃i D iY t X t  i k( ) ( ), =1, .

1.  Внешние оценки множества дости-
жимости нелинейных дискретных систем. 
Рассмотрим управляемую дискретную си-
стему, заданную включениями (1), (2). Не 
уменьшая общности дальнейших рассуж-
дений, будем считать множества X

0
, V(t, 

x), (t, x)∈T × Rn компактами. Пусть задано 
множество ⊂ nX R*

, обладающее свойством 

В частности, X
*
 = Rn.

Пусть p ≥ 1  — некоторое целое чис-
ло. Зададим набор функций φ

1
j  : T × Rn → 

 
ϕ ⋅ → 1

1 : , =1,j nT R R j p, и пусть функции h
1

j : T → R1,  
. Введем следую-

щие обозначения:

ϕ∈ ≤1 1 1 1( , ) = { : ( , ) ( ),  =1, },n j j
i i iY t h x R t x h t j p

Тогда достаточно общий результат, 
определяющий внешние оценки множества 
достижимости нелинейных дискретных си-
стем, можно представить в виде следующе-
го утверждения.

Теорема 1. Пусть вектор-функция h
1
(t),  

t∈T удовлетворяет соотношениям

(3)

(4)

Тогда для каждого t∈T множество Y
1
(t, 

h
1
(t)) есть внешняя оценка множества до-

стижимости системы (1), (2).
На самом деле. Пусть { ( )},  = 0,ix t i k  — 

произвольная траектория системы (1), (2),  
t

s
∈T — некоторый момент времени. Пока-

жем, что x(t
s
)∈Y

1
(t

s
, h

1
(t

s
)). Решение началь-

ной задачи (3), (4) в момент t
s∈T можем 

записать в виде
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Тогда вдоль траектории { ( )},  = 0,ix t i s  
имеем неравенства

Следовательно, x(t
s
)∈Y

1
(t

s
, h

1
(t

s
)). Таким 

образом, в силу произвольности траектории 
 для лю-

бого t
s
∈T.

В качестве следствия из данной теоремы 
можно получить более простой, но менее 
общий результат, известный и ранее [4].

Следствие 1.1. Пусть

Тогда множество

есть внешняя оценка множества достижи-
мости системы (1), (2) в момент t

s
∈T.

Действительно. Из определения функции 
ξ1 ( , )j

it h  следует неравенство  
для всех (t

i
, h)∈T × Rn. Рассмотрим рекур-

рентную цепочку

с начальным условием (4). Тогда из соотно-
шения (3) следует, что . От-
сюда имеем включение ⊂Y t h t Y t h t1 1( , ( ))  ( , ( )) , 
т.е. по теореме 1 множество Y t h t1( , ( ))  есть 
внешняя оценка множества достижимости 
системы (1), (2). Для произвольного t

s
∈T 

имеем

Часто, особенно при решении задач опти-
мизации [5–7], дискретные системы рассма-
триваются в «обратном» времени:

� (5)

∈kx t X*( )  , � (6)

где X
*
 — множество, определяемое параме-

трами или методом решения оптимизацион-
ной задачи, либо некоторая априори извест-
ная множества достижимости системы (1), 
(2), в частности из теоремы 1.

Построим для системы (5), (6) внешние 
оценки множества достижимости. Отметим, 
что если X

*
 определяется из решения оптими-

зационной задачи, то полученная оценка бу-
дет являться внешней оценкой графиков всех 
траекторий системы (1), (2), приводящих в 
множество X

*
 и, вообще говоря, не будет 

внешней оценкой множества достижимости 
системы (1), (2). Поэтому будем обозначать 
множество достижимости системы (5), (6) 
через X*

D
(t).

Зададим два набора дискретных функций: 
. Опреде-

лим с их помощью следующие множество и 
функции:

ϕ∈ ≥n j j
i i iY t h x R t x h t j p2 2 2 2( , ) = { : ( , )  ( ),   =1, },

Теорема 2. Пусть вектор-функция h
2
(t),  

t∈T удовлетворяет соотношениям

� (7)

ϕ
∈ *

2 2( ) =  ( , ), =  1, .infj j
k k

x X

h t t x j  p � (8)

Тогда множество Y
2
(t, h

2
(t)), t∈T есть 

внешняя оценка множества достижимости 
системы (5), (6).

Покажем это. Пусть {x(t
i
)},

 
i = k, k – 1, ..., 

0 — произвольная траектория системы (5), 
(6), t

s
∈T — произвольный момент времени. 

Из соотношений (7), (8) следует

Тогда x(t
s
)∈Y

2
(t, h

2
(t

s
)) и в силу произ-

вольности траектории {x(t
i
)},

 
i = k, k – 1, ..., 

0 имеем включение X
D
(t

s
)⊂Y

2
(t

s
, h

2
(t

s
)) для 

любого t
s
∈T.

Формы внешних оценок множества до-
стижимости (но не сами они) по теоремам 1 и 
2 совпадают, когда функции ϕ ( , ),   =1,j t x j p , 
задающие внешние оценки, отличаются зна-
ком. Если функции определя-
ют некоторую внешнюю оценку, подсчитан-
ную с использованием теоремы 1, то функ-
ции  определяют 
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внешнюю оценку множества достижимости, 
построенную на основе теоремы  2, точно 
такой же формы и наоборот. Совместное 
использование теорем 1 и 2 позволяет полу-
чить более точную оценку X

D
(t) или уточнить 

уже имеющуюся.
Расшифруем теоремы 1 и 2 для конкрет-

ных классов оценивающих функций 
. Из приведенных выше рассуждений 

видна однотипность идей, заключенных в 
теоремах 1 и 2. Поэтому все дальнейшие 
результаты получим на основе теоремы  1, 
отмечая в качестве замечания необходимые 
модификации для теоремы 2.

2. Квадратичные внешние оценки множе-
ства достижимости нелинейных дискретных 
систем. Конкретизируем приведенные выше 
теоремы для построения квадратичных оце-
нок множества достижимости, в частности 
эллипсоидальных. В теоремах 1 и 2 функции, 
определяющие внешние оценки,  — произ-
вольные. При построении оценок в заданном 
классе функций достаточно показать суть ал-
горитма на одном представителе этого класса, 
так как для других все отличается только ин-
дексом. Это упрощает изложение, но всегда 
нужно иметь в виду, что пересечение оценок 
заданного класса дает, как правило, оценку, 
не лежащую в этом классе. Таким образом, 
выберем одну квадратичную форму φ(t, x) = 
= x′σ(t)x и с ее помощью определим квадра-
тичные оценки множества достижимости.

Определенности ради определим сразу 
эллипсоидальные оценки множества дости-
жимости как наиболее отражающие суть 
дела, когда множество достижимости огра-
ничено. В случае произвольных квадратичных 
оценок методология и рассуждения сохра-
няются. Зададим набор σ{ ( )},   = 0,it i k  
симметричных положительно определенных 
σ(t

i
) > 0 квадратных матриц порядка n. Из по-

ложительной определенности матриц σ(t
i
),  

Ɐt
i
∈T следует, что получаемые оценки мно-

жества достижимости будут эллипсоидами.
Обозначим через 

Следствие 1.2. Пусть функция γ(t), t∈T 
удовлетворяет следующим соотношениям:

γ γ σ σ γ2
+1 1 +1( ) = ( )  +  ( , ( ), ( ), ( )),i i i i i it t r t t t t

Тогда множество

Y
1
(t

s
, γ(t

s
)) = {x∈Rn : x′σ(t

s
)x ≤ γ(t

s
)}

есть внешняя эллипсоидальная оценка 
множества достижимости системы (1), (2) 
в момент t

s
∈T.

Убедимся в этом. Очевидно, для каж-
дого x∈Rn, удовлетворяющего неравенству  
x′σ(t

i
)x ≤ γ(t

i
), справедливо включение 

  σ σ σ γ′⊂ ∈ ≤ 2
+1 1 +1( , )  { : ( ) ( , ( ), ( ), ( ))}  =  ( ).n

i i i i i i iV t x v R v t v  r t t t t E t

  σ σ σ γ′⊂ ∈ ≤ 2
+1 1 +1( , )  { : ( ) ( , ( ), ( ), ( ))}  =  ( ).n

i i i i i i iV t x v R v t v  r t t t t E t

Оценим сверху скалярную функцию

–

–                                                                               –

–

Так как σ(t
i
) > 0 — положительно опреде-

ленная матрица, то второе слагаемое в пра-
вой части данного неравенства равно нулю.

Используя включение V(t
i
, x)⊂ E(t

i
), 

оценку для ξ γ1( , ( ))i it t  можно усилить:

Тогда по теореме 1 функцию γ(t), t∈T, 
найдем как решение рекуррентной цепочки

с начальным условием

Отсюда следует, что множество Y
1
(t, 

γ(t)) = {x∈Rn : x′σ(t)x ≤ γ(t)} есть внешняя, а 
в силу положительной определенности ма-
трицы σ(t) > 0 — эллипсоидальная оценка 
множества достижимости системы (1), (2) в 
момент t∈T.

Аналогичным образом, используя теоре-
му 2, можно определить внешние эллипсои-
дальные оценки для системы (5), (6).

Пусть  — набор симме-
тричных отрицательно определенных ква-
дратных матриц порядка n, γ ( ), = 0,it  i k   — 
некоторая скалярная дискретно заданная 
функция. Обозначим 

Следствие 2.1. Пусть функция γ it i k( ),   = 0, 
γ it i k( ),   = 0, удовлетворяет соотношениям
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γ σ
∈

′
*

( )  =  ( ) .infk k
x X

t   x t x

Тогда множество

Y
2
(t

s
, γ(t

s
)) = {x∈Rn : x′σ(t

s
)x ≥ γ(t

s
)}

есть внешняя эллипсоидальная оценка 
множества достижимости системы (5), (6) 
в момент t

s
∈T.

3.  Пример. Построим, используя след-
ствие 2.1, внешнюю эллипсоидальную оцен-
ку множества достижимости следующей 
системы:

1 +1 2( ) = ( ) ( ),i i ix t x t u t

∈i i i ix t x t x t t T2 +1 1 2( ) = ( )  +  ( ),   = [0,1, 2, 3],

Множество достижимости X
D
(t), t∈T 

имеет вид

Коэффициенты N
ij
 имеют следующий 

вид:

Очевидна нарастающая громоздкость 
и сложность вычисления множества дости-
жимости. Поэтому, отказываясь сразу от 
точного описания, построим аппроксимации 
множества достижимости в виде внешних 
эллипсоидальных оценок. 

Оценочные эллипсоиды будем выбирать 
в виде кругов, т.е. положим: σ(t

0
) = σ(t

1
) = 

= σ(t
2
) = σ(t

3
) = E, где E — единичная матрица.

Функция r
1

2(t
i
, σ(t

i+1
), σ(t

i
), γ(t

i
) = r

1
2(γ(t

i
))  

есть значение задачи математического про-
граммирования: 

   γ γ≤ ≤2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ( ))  =  max {   +  (   +  ) :  1,     +  }  =ir t x u x x u x x

При t = 0 параметр γ(0) = max {x
1

2 +  
+ x

2
2 : x

1
2 + x

2
2 ≤ 1} = 1. Тогда, разрешая со-

отношения, определяющие γ(t
i
), получим: 

γ(t
1
) ≈ ≈ 3,618, γ(t

2
) ≈ 13,09, γ(t

3
) ≈ 47,36. От-

сюда следует, что внешние эллипсоидальные 
оценки множества достижимости, в данном 
случае в виде кругов, рассматриваемой си-
стемы имеют вид 

Вычисления, которые потребовались для 
определения внешних оценок, несравнимо 
более простые, чем построение тех объеди-
нений эллипсоидов, что присутствуют в опре-
делении самих множеств достижимости.

∈i i i ix t x t x t t T2 +1 1 2( ) = ( )  +  ( ),   = [0,1, 2, 3],

     ∈ ≤ ≤2 2 2
1 1 1 2 2 02

0 0

2 2
( )  =  { :      +  1,   ( ) 1},

( ) ( )DX t x R x x x x u t
u t u t

   γ γ≤ ≤2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ( ))  =  max {   +  (   +  ) :  1,     +  }  =ir t x u x x u x x

    ∈ ≤ ∈ ≤2 2 2 2 2 2
0 1 2 1 1 2( )  =  { :    +  1},   ( )  =  { :    +  3.618},X t x R x x X t x R x x

    ∈ ≤ ∈ ≤2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 1 2( )  =  { :    +  13.09},   ( )  =  { :    +  47.36}.X t x R x x X t x R x x

    ∈ ≤ ∈ ≤2 2 2 2 2 2
0 1 2 1 1 2( )  =  { :    +  1},   ( )  =  { :    +  3.618},X t x R x x X t x R x x

    ∈ ≤ ∈ ≤2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 1 2( )  =  { :    +  13.09},   ( )  =  { :    +  47.36}.X t x R x x X t x R x x
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